
 

 

Άσκηση 

Δίνονται οι συναρτήσεις 𝑓 , 𝑔 ∶ ℝ → ℝ για τις οποίες ισχύουν τα εξής 

𝑓2(𝑥) + 𝑔2(𝑥) = 1 , ∀ 𝑥 ∈  ℝ  , 𝑔(𝑥) = 𝑓 (
𝜋

2
− 𝑥) , ∀ 𝑥 ∈  ℝ 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1   ,   lim

𝑥→0
𝑔(𝑥) = 1 

Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια 

𝜜.  lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) − 1

𝑥2
 

𝜝.  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
 

𝜞.  lim
𝑥→1

𝑓(𝑥 − 1)

𝑥2 − 3𝑥 + 2
 

𝜟.  lim
𝑥→0

𝜂𝜇2𝑥

𝑔(𝑥) − 1
 

𝜠.  lim
𝑥→0

𝜎𝜐𝜈𝑥

𝑔(𝑥) − 1
 

𝜮𝜯.  lim
𝑥→
𝜋
2

𝑓(𝑥) − 1

16𝑥4 − 8𝑥2𝜋2 + 𝜋4
 

𝜡.  lim
𝑥→0

𝑓(2𝑥)

𝑥2 − 2𝑥
 

𝜢.  lim
𝑥→
𝜋
4

𝑔(2𝑥)

4𝑥 − 𝜋
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Λύση 

𝜜.  
𝑔(𝑥) − 1

𝑥2
=
𝑔2(𝑥) − 1

𝑥2
∙

1

𝑔(𝑥) + 1
= (

𝑓(𝑥)

𝑥
)

2

(
−1

𝑔(𝑥) + 1
)
𝑥→0
→  1 ∙ (−

1

2
) = −

1

2
 

𝜝.  |𝑓(𝑥)| = √𝑓2(𝑥) = √1 − 𝑔2(𝑥) ≤ 1 𝜅𝛼𝜄 έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀 ό𝜌𝜄𝜊 𝜇𝜂𝛿𝜀𝜈𝜄𝜅ή𝜍 𝜀𝜋ί 𝜑𝜌𝛼𝛾𝜇έ𝜈𝜂 

𝜞.  
𝑓(𝑥 − 1)

𝑥2 − 3𝑥 + 2
=
𝑓(𝑥 − 1)

𝑥 − 1
∙
1

𝑥 − 2

𝑥→1
→  1 ∙

1

−1
= −1 

𝜟.  
𝜂𝜇2𝑥

𝑔(𝑥) − 1
= (
𝜂𝜇𝑥

𝑥
)
2 𝑥2

𝑔(𝑥) − 1

𝑥→0
→  1 ∙ (−2) = −2 

𝜠.  |𝑔(𝑥)| = √𝑔2(𝑥) = √1 − 𝑓2(𝑥) ≤ 1 , 𝜀𝜋𝜊𝜇έ𝜈𝜔𝜍 𝑔(𝑥) − 1 < 0 𝜅𝜊𝜈𝜏ά 𝜎𝜏𝜊 0 

έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀 𝜆𝜊𝜄𝜋ό𝜈 ό𝜌𝜄𝜊 𝜏𝜂𝜍 𝜇𝜊𝜌𝜑ή𝜍 
1

0−
= −∞ 

𝜮𝜯.  
𝑓(𝑥) − 1

16𝑥4 − 8𝑥2𝜋2 + 𝜋4
=

𝑓(𝑥) − 1

(4𝑥2 − 𝜋2)2
=
𝑓(𝑥) − 1

(2𝑥 − 𝜋)2
∙

1

(2𝑥 + 𝜋)2

𝑥→
𝜋

2
→   −

1

8
∙
1

(2𝜋)2
 

= −
1

32𝜋2
 , 𝛿𝜄ό𝜏𝜄 έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀 𝜋𝜔𝜍 

lim
𝑥→
𝜋
2

𝑓(𝑥) − 1

(2𝑥 − 𝜋)2
= lim
𝑦→0

𝑓 (
𝜋
2 − 𝑦) − 1

(2𝑦)2
= lim
𝑦→0

𝑔(𝑦) − 1

4𝑦2
= −

1

8
 

𝒁.  
𝑓(2𝑥)

𝑥2 − 2𝑥
=
𝑓(2𝑥)

2𝑥
∙
2

𝑥 − 2

𝑥→0
→  1 ∙ (−1) = −1 

𝑯.  lim
𝑥→
𝜋
4

𝑔(2𝑥)

4𝑥 − 𝜋
= lim
𝑦→0

𝑔 (
𝜋
2 − 𝑦)

−2𝑦
= lim
𝑦→0

𝑓(𝑦)

−2𝑦
= −

1

2
 

 


